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Abstract. この論文では，穴の空いた平面上の 2 次元非圧縮流体のトポロジーを記述する COT 表現 (partially
Cyclic Ordered Tree representation)の求め方を解説する．特に，COT表現は一般的な流体のトポロジーを有限情
報で完全に記述する新しい記法である．

1. 準備
この論文は，参考文献にある論文 [4, 7]の理論に基づいて，坂上-横山によって構成された平面上の流れの文

字化理論の適用方法について解説する．ここで，流れの文字化理論とは，流れのトポロジーを有限情報である
有限文字列を使って表現する理論のことである．厳密な主張や定義については，上記の論文を参考にされたい．
また，この文字化理論の応用例については，論文 [3]を参考にされたい．ただし，必要最低限の定義を付録に載
せた．さらに，Hamiltonianを COT表現に変換するアルゴリズムが実装 (psiclone)されており [6]，流れの文
字化理論の COT表現 (の縮約)として現れるすべての語を生成するアルゴリズムも実装されている [8]．また，
COT表現や文字表現は様々な変種があるので，この論文では直観的に一番わかりやすいと思われる表現の一つ
を紹介する．特に，この表現は，語を生成するアルゴリズムの実装に適するように，横山-横山 [10]によって改
良されたものであり，計算機上で実装しやすい表現になっている1．
1.1. 定義と事実. この論文において，流れとは，有限個の境界 (穴)が存在するような平面上の非圧縮な流れと
する2．

Hセンター

サドル図式
サドル
センター

図 1. 流れ，高さ函数による流れの表示，そのサドル図式

これらの流れについて，以下の事実が知られている [2, 7]:

“ほとんど”の流れは摂動を加えても変化しない．
“ほとんど”の流れのトポロジーは有限情報で記述できる．
“ほとんど”の不安定な流れのトポロジーは有限情報で記述できる．

初めの主張を言い換えると，「十分短い時間において，一般に観測される流れのトポロジーは変化しない」と
いうことである．そこで，現実の流体現象を扱う第一歩として，以後は，摂動を加えても変化しない流れのみを
扱うことにする．すなわち，トポロジーが変化するような例外的な流れを考えないことにする．もちろん，摂

1この論文で紹介する流れの文字化理論は，非圧縮な流れに限定されているが，圧縮性のある流れの文字化理論の基礎理論はすでに構成
されており，圧縮性のある一般の流れの分類理論は現在構築され，その COT 表現も構成されている [5]．

2有限個の境界と有限個の特異点を持つ平面上または球面上の非圧縮流は Hamiltonian流になることが知られている (cf. [11, Lemma

6.12][12])．そのため，これらの流れの軌道は，ある高さ函数の等高線に含まれる (図 1参照)．さらに，平面上の非圧縮流だけでなく，コ
ンパクト曲面上の一般の Hamilton 流についての COT 表現も構成されている [10]
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図 2. 有界な開円板上のセンターが 3つ以下であるような全ての一般的な非圧縮な流れ (黒字)
と一般的な不安定な中間状態 (赤字)からなる (ステートチャートによる)遷移図

動を加えると変化するような不安定な中間状態も大切であり，これらについての詳しい内容は，論文 [4, 10]を
参考にされたい．特に論文 [10]に，一般的な全ての不安定な中間状態を列挙している3．例えば，図 2は，有界
な開円板上の特異点が 3個以下であるような一般の非圧縮流と一般的な遷移の図である．また，本論文で扱っ
ている流れは平面内の非圧縮という制限がついているため，特異点 (よどみ点)は，センター (渦心点)，サドル
(鞍点)または境界サドル (境界鞍点)のいずれかになっている．
1.2. トポロジー. 流れの文字化理論は，空間のトポロジーの分類の類似とみなせる．そこで，流れの文字化理
論を理解するために，空間のトポロジーの分類を紹介する．

～～
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～～～～
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図 3. 三角形 ≈長方形 ≈円板 ̸≈円環

トポロジーとは，連続変形できる図形を同じとみなす幾何学である．特に，穴を開ける行為は連続変形とは
みなせない．そのため，丸と三角と四角形は同じ形とみなせるが，円環と円板は異なる形と見る (図 3参照)．
さらに，円板を上にひっぱても，トポロジーは変化しない (図 4参照)．
次に，山の形について考える．特に，山の頂や窪みなどのおおざっぱな情報だけを取り出す (図 5参照)．こ

のとき，山の形は地図の等高線を見れば判断できる．実際，すべての等高線を見なくても，図 5の右に描いた
8の字の等高線だけがあれば十分である．このように，(抽象的な)山の形を取り出すためには，サドルを含む
等高線を集めたものを考えれば十分であることが知られている (図 6参照)．
Definition 1. サドル図式とは，サドルと境界サドル，サドルまたは境界サドルにつながる等高線を集めたも
のである (図 5参照)．

3ただし，物理的な制約などによって対称性などの制約がある場合には，一般に観測される流れや一般的な不安定な中間状態は上記で述
べられているもの以外になる場合がある
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図 4. 円板 ̸≈円環 ̸≈ パンツ
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図 5. 山の等高線とその地図とそのサドル図式
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Reeb Graph

下位集合等高線

図 6. 山の等高線とその下位集合

(さらに，サドル図式の双対グラフは Reebグラフと呼ばれる．この Reebグラフは，流れの COT表現のグ
ラフ構造と対応がある ([10]参照)．) 以下の事実は，一般的な流体のトポロジーを有限情報で完全に記述するた
めの基礎となる．
Theorem 1.1 ([2, 7]). 有限個の境界 (穴)が存在するような平面上の非圧縮な流れは，サドル図式とセンター
の和集合によって，流れの構造が完全に記述される．
以下，サドル図式とセンターの和集合を，簡単のために，単にサドル図式と呼ぶことにする．

1.3. 流れの構成要素.
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図 7. 平面上または球面上の空なサドル図式に対応するルート構造: 左 a∅, 右 b∅.
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図 8. 有界円板上の空なサドル図式に対応するルート構造: 左 σ∅±, 右 β∅±.

(0) 平面上の一様流と球面上の回転流は空なサドル図式に対応する．一方，これらを区別するために，a∅と b∅
によって区別する (図 7参照)．これら 2つの空なサドル図式 a∅と b∅に流れの要素を付け加えることによって，
任意の流れを表現する記述 (COT表現)を以下で紹介する:

(1) ルートに対応する以下の記号を導入する:
平面上の空なサドル図式 (図 7)を以下の記号で表す: a∅(□as)
球面上の空なサドル図式 (図 7)を以下の記号で表す: b∅(□b+,□b−)

特に，開円板上や閉円板上の流れは応用上重要であるので，以下の記号を導入する:
開円板上の空なサドル図式 (図 7)を以下のように定める: σ∅±(□b∓) = b∅∓(□b∓) := b∅(σ±,□b∓)
閉円板上の空なサドル図式 (図 7)を以下のように定める: β∅±(□b∓, {□cs±}) := b∅(β±{□cs±},□b−)
ただし，()は全順序，{}は円順序を表す．

(2) ボックスには以下の種類がある: □as ,□b−,□b+,□cs−,□cs+

(3) 代入に対する規則は以下である:
□as には，非負整数個の a−(□b−), a+(□b+), a2(□cs+,□cs−)が代入される4

□b− には，正の整数個の b−+(□b−,□b+), b−−{□b−,□b−}, β−{□cs−}, σ− が代入される
□b+ には，正の整数個の b++{□b+,□b+}, b+−(□b+,□b−), β+{□cs+}, σ+ が代入される
□cs− には，非負整数個の c+(□+,□cs−)が代入される5

□cs+ には，非負整数個の c−(□−,□cs+)が代入される6

略記法として，σ±を省略することもある．例えば，b++(σ+, σ+)を b++と書く．また，a∅(□1
a,□2

a, . . . ,□n
a)を

□1
a ·□2

a · · · · ·□n
a とも書くことがある．例えば，a∅(a+, a2, a−(b−−))を a+ · a2 · a−(b−−)と書く．

4□as は非負整数個の □a を表したものとも思える．
5□cs− は非負整数個の □c− を表したものとも思える．
6□cs+ は非負整数個の □c+ を表したものとも思える．
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1.4. 代入による流れの構成. (構造安定な)流れのサドル図式は，空なサドル図式 a∅, b∅, b∅±, β∅± から始めて，
以下の 13の操作に対応する記号を対応するボックス □as ,□b−,□b+,□cs−,□cs+ に代入することで，構成され
る (図 9参照):
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図 9. 流れのすべての構成要素

1. a−: 無限から来て無限に遠ざかっていく軌道に，サドルと時計周りのホモクリニック軌道を付け加えた和
集合．
2. a+: 無限から来て無限に遠ざかっていく軌道に，サドルと反時計周りのホモクリニック軌道を付け加えた和
集合．
3. b−−: 時計周りの周期軌道に，サドルと時計周りのホモクリニック軌道を付け加えた和集合．
4. b−+: 時計周りの周期軌道に，サドルと反時計周りのホモクリニック軌道を付け加えた和集合．
5. b++: 反時計周りの周期軌道に，サドルと反時計周りのホモクリニック軌道を付け加えた和集合．
6. b+−: 反時計周りの周期軌道に，サドルと時計周りのホモクリニック軌道を付け加えた和集合．
7. a2: 無限から来て無限に遠ざかっていく軌道に，境界と境界サドルとヘテロクリニック軌道を付け加えた和
集合．
8. β−: 時計周りの境界．
9. β+: 反時計周りの境界．
10. c−: 境界サドルが存在する境界に，境界サドルと時計周りのホモクリニック軌道を付け加えた和集合．
11. c+: 境界サドルが存在する境界に，境界サドルと反時計周りのホモクリニック軌道を付け加えた和集合．
12. σ−: 時計周りのセンター．
13. σ+: 反時計周りのセンター．

2. さまざまな場合の COT表現
以下では，さまざまな応用に適用するためのユーザーガイドとして，上記で述べた一般の COT表現の特殊

な場合について述べる．
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図 10. 流れの COT表現の構成法の適用例

2.1. 有界な開円板上のCOT表現 (i.e. 図 8の左の 2つの図の場合). 有界な単連結開領域上の流れの COT表
現は以下で定義される:
(1) ルートに対応する記号は以下である: b∅−(□b−) b∅+(□b+)
(2) ボックスには以下の種類がある: □b−,□b+

(3) 代入に対する規則は以下である:
□b− には，正の整数個の b−+(□b−,□b+), b−−{□b−,□b−}, β−{□cs−}, σ− が代入される
□b+ には，正の整数個の b++{□b+,□b+}, b+−(□b+,□b−), β+{□cs+}, σ+ が代入される

2.2. 有界な閉円板上のCOT表現 (i.e. 図 8の右の 2つの図の場合). 有界な単連結閉領域上の流れの COT表
現は以下で定義される:
(1) ルートに対応する記号は以下である: β∅+(□b−, {□cs+}), β∅−(□b+, {□cs−})

(2) ボックスには以下の種類がある: □b−,□b+,□cs−,□cs+

(3) 代入に対する規則は以下である:
□b− には，正の整数個の b−+(□b−,□b+), b−−{□b−,□b−}, β−{□cs−}, σ− が代入される
□b+ には，正の整数個の b++{□b+,□b+}, b+−(□b+,□b−), β+{□cs+}, σ+ が代入される
□cs− には，非負整数個の c+(□+,□cs−)が代入される
□cs+ には，非負整数個の c−(□−,□cs+)が代入される

2.3. (穴のない)平面上のCOT表現 (i.e. 図 7の左図の場合). 非有界な単連結領域上の流れの COT表現は以
下で定義される:
(1) ルートに対応する以下の記号を導入する: a∅(□as)
(2) ボックスには以下の種類がある: □as ,□b−,□b+

(3) 代入に対する規則は以下である:
□as には，非負整数個の a−(□b−), a+(□b+), a2(□cs+,□cs−)が代入される
□b− には，正の整数個の b−+(□b−,□b+), b−−{□b−,□b−}, β−{□cs−}, σ− が代入される
□b+ には，正の整数個の b++{□b+,□b+}, b+−(□b+,□b−), β+{□cs+}, σ+ が代入される

3. 流体の表現への変換方法
3.1. COT表現. COT表現とは流れのトポロジーを正確に記述できる表現である．具体的には，流れのトポロ
ジーは，円順序と半順序を持ったラベル付き木と表され，これを文字列化したものが COT表現である．以下
が COT表現の構成方法である (図 10参照):
1. 流れ U を入力とする．
2. 流れのサドル図式 SU だけを取り出す
3. 以下で定める流れのラベル付き木 TU = (VU , EU )を出力する:
3.1. 各 TU の葉は，センター (σ±)，または，境界サドルを持たない周期境界 (β±)である．
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3.2. 以下の (1)-(3)の操作をできる限り繰り返すことによって，TU が生成される:
(1) センター (σ±)，または，境界サドルを持たない周期境界 (β±)を最内部として，これらの構造を抜く．
(2) 最内部が内部のない構造 a±, b±±, b±∓, c± の場合，これらの構造を抜き，TU の頂点とする．
(3) 最内部に，境界サドルを持たない周期境界 (β±)，または，a2 の構造を持つ場合は，これらの構造を抜

き，TU の頂点とする．

4. 穴あき平面上の流れの一般の遷移
穴あき平面上の流れの一般の遷移は以下によって完全に記述できる7．

Theorem 4.1. 有限個の穴あき平面上の非圧縮流の一般の遷移は以下である:

a±±, a±∓, a22, a±2, a2± :□1
a ·□2

a → □2
a ·□1

a

a(+−), a(−+) :a−(□1
b−) · a+(□2

b+) → a−(□1
b−) · a+(□2

b+)

a2(∓±) :a∓(□1
b∓) · a2(□2

cs± · c±(□3
b±,□6

cs∓) ·□5
cs±,□4

cs∓) →
a2(□2

cs±,□6
cs∓ · c∓(□1

b∓,□5
cs±)) ·□4

cs∓) · a±(□3
b±)

a±(±) :a±(□1
a±) · a±(□2

b±) → a±(b±±{□1
b±,□2

b±})
a−(+) :a−(□1

b−) · a+(□2
b+) → a−(b−+(□1

b−,□2
b+))

a+(−) :a−(□1
b−) · a+(□2

b+) → a+(b+−(□2
b+,□1

b−))

a+(2) :a2(□1
cs+,□2

cs−) · a+(□3
b+) → a+(β+{□1

cs+ · c+(□3
b+,□2

cs−)})
a−(2) :a−(□1

b−) · a2(□2
cs+,□3

cs−) → a−(β−{c−(□1
b−,□2

cs+) ·□3
cs−})

a2(c+(+)) :a+(□1
b+) · a2(□5

cs+ · c+(□2
b+,□3

cs−) ·□4
cs+,□6

cs−) →
a2(□5

cs+ · c+(b++{□1
b+,□2

b+},□3
cs−) ·□4

cs+,□6
cs−)

a2(c−(−)) :a2(□1
cs+,□2

cs− · c−(□5
b−,□4

cs+) ·□3
cs−) · a−(□6

b−) →
a2(□1

cs+,□2
cs− · c−(b−−{□5

b−,□6
b−},□4

cs+) ·□3
cs−)

a2(c+(−)) :a−(□1
b−) · a2(□5

cs+ · c+(□2
b+,□3

cs−) ·□4
cs+,□6

cs−) →
a2(□5

cs+ · c+(b+−(□2
b+,□1

b−),□3
cs−) ·□4

cs+,□6
cs−)

a2(c−(+)) :a2(□1
cs+,□2

cs− · c−(□5
b−,□4

cs+) ·□3
cs−) · a+(□6

b+) →
a2(□1

cs+,□2
cs− · c−(b−+(□5

b−,□6
b+),□4

cs+) ·□3
cs−)

a2(c+(2)) :a2(□1
cs+,□2

cs−) · a2(□6
cs+ · c+(□3

b+,□4
cs−) ·□5

cs+,□7
cs−) →

a2(□6
cs+ · c+(β+{□1

cs+ · c+(□3
b+,□2

cs−)},□4
cs−) ·□5

cs−,□7
cs+)

a2(c−(2)) :a2(□1
cs+,□2

cs− · c−(□5
b−,□4

cs+) ·□3
cs−) · a2(□6

cs+,□7
cs−) →

a2(□1
cs+,□2

cs− · c−(β−{c−(□5
b−,□6

cs+) ·□7
cs−},□4

cs+) ·□3
cs−)

b±±± :b±±{□1
b±, b±±{□2

b±,□3
b±}} → b±±{b±±{□1

b±,□2
b±},□3

b±}
b±±(∓) :b±±{□1

b±, b±∓(□2
b±,□3

b∓)} → b±∓(b±±{□1
b±,□2

b±},□3
b∓)

b±{∓∓} :b±∓(b±∓(□2
b±,□3

b∓),□1
b∓) → b±∓(b±∓(□2

b±,□1
b∓),□3

b∓)

b±(∓(∓)) :b±∓(b±∓(□3
b±,□2

b∓),□1
b∓) → b±∓(□3

b±, b∓∓{□1
b∓,□2

b∓})
b±(∓(±)) :b±∓(□3

b±, b∓±(□2
b∓,□1

b±)) → b±∓(b±±{□1
b±,□3

b±},□2
b∓)

b±±(2) :b±±{β±{□1
cs± · c±(□3

b±,□2
cs∓)},□4

b±} →
β±{□1

cs± · c±(b±±{□3
b±,□4

b±},□2
cs∓)}

7これらの全ての遷移図は [10] に載っているので，詳しい情報は，そちらを参照されたい
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b±{∓,2} :b±∓(β±{c±(□2
b±,□3

cs∓) ·□4
cs±},□1

b−+
) →

β±{c±(b±∓(□2
b±,□1

b−+
),□3

cs∓) ·□4
cs±}

b±(∓(2)) :b±∓(□4
b±, β∓{c∓(□1

b∓,□2
cs±) ·□3

cs∓}) →
b±∓(β±{c±(□4

b±,□3
cs∓) ·□2

cs±},□1
b∓)

b±{22} :β±{□1
cs± · c±(β±{□3

cs± · c±(□5
b±,□4

cs∓)},□2
cs∓)} →

β±{□3
cs± · c±(β±{□1

cs± · c±(□5
b±,□2

cs∓)},□4
cs∓)}

c±(c∓(∓)) :c±(b±∓(□1
b±,□2

b∓),□6
cs∓ · c∓(□4

b∓,□5
cs±) ·□3

cs∓) →
c+(□1

b±,□6
cs∓ · c∓(b∓∓{□2

b∓,□4
b∓},□5

cs±) ·□3
cs∓)

c±(c∓(±)) :c±(b±±{□1
b±,□2

b±},□6
cs∓ · c∓(□4

b∓,□5
cs±) ·□3

cs∓) →
c±(□1

b±,□6
cs∓ · c∓(b∓±(□4

b∓,□2
b±),□5

cs±) ·□3
cs∓)

c±(c∓(2)) :c±(□1
b±,□7

cs∓ · c∓(β∓{□2
cs∓ · c∓(□5

b∓,□3
cs±)},□6

cs±) ·□4
cs∓) →

c±(β±{c±(□1
b±,□2

cs∓) ·□3
cs±},□7

cs∓ · c∓(□5
b∓,□6

cs±) ·□4
cs∓)

b(±∓±) :b±∓(b±±{□1
±,□3

±},□2
∓) → b±∓(b±±{□1

±,□3
±},□2

∓)

a2(c(+−+)) :a−(□1
b−) · a2(□8

cs+ · c+(□5
b+,□6

cs−) ·□2
cs+ · c+(□3

b+,□4
cs−) ·□7

cs+,□9
cs−) →

a2(□8
cs+ · c+(b++{□3

b+,□5
b+},□6

cs− · c−(□1
b−,□2

cs+) ·□4
cs−) ·□7

cs+,□9
cs−)

a2(c(−+−)) :a2(□9
cs+,□7

cs− · c−(□3
b−,□4

cs+) ·□2
cs− · c−(□5

b−,□6
cs+) ·□8

cs−) · a+(□1
b+) →

a2(□9
cs+,□7

cs− · c−(b−−{□3
b−,□5

b−},□4
cs+ · c+(□1

b+,□2
cs−) ·□6

cs+) ·□8
cs−)

β±(c(±∓±)) :b±∓(β±{c±(□1
b±,□2

cs∓) ·□3
cs∓ · c±(□4

b±,□5
cs∓) ·□6

cs±},□7
b∓) →

β±{c±(b±±{□1
b±,□4

b±},□2
cs∓ · c∓(□7

b∓,□3
cs±) ·□5

cs∓) ·□6
cs±}

c∓(c(∓±∓)) :c±(b±±{□1
b±,□2

b±},□9
cs∓ · c∓(□7

b∓,□8
cs±) ·□6

cs∓ · c∓(□4
b∓,□5

cs±) ·□3
cs∓) →

c+(□1
b±,□9

cs∓ · c∓(b∓∓{□4
b∓,□7

b∓},□8
cs∓ · c±(□2

b±,□6
cs∓) ·□5

cs±) ·□3
cs∓)

a2n2 :a2(□0
cs+,□2n+1

cs− · c−(□2n′

b− ,□2n
cs+) · · · · · c−(□4′

b−,□4
cs+) ·□3

cs−

· c−(□2′

b−,□2
cs+) ·□1

cs−) · a2(□0′

cs+ · c+(□1′

b+,□1′′

cs−) ·□2′′

cs+

· c+(□3′

b+,□3′′

cs−) · · · · · c+(□2n−1′

b+ ,□2n−1′′

cs− ) ·□2n′′

cs+,□2n+1′′

cs− ) →

a2(□0′

cs+,□1′′

cs− · c−(□2′

b−,□2′′

cs+) ·□3′′

cs− · c−(□4′

b−,□4′′

cs+) · · · ·

· c−(□2n′

b− ,□2n′′

cs+) ·□2n+1′′

cs− ) · a2(□2n
cs+ · c+(□2n−1′

b+ ,□2n−1
cs− )·

· · · · c+(□3′

b+,□3
cs−) ·□2

cs+ · c+(□1′

b+,□1
cs−) ·□0

cs+,□2n+1
cs− )

β±(c±(2n)) :β±{□0
cs± · c±(β±{□0′

cs± · c±(□1′

b±,□1′′

cs−) ·□2
cs± · c±(□3′

b±,□3′′

cs−)·

· · · · c±(□2n−1′

b± ,□2n−1′′

cs− )},□2n−1
cs− · c∓(□2n−2′

b∓ ,□2
cs±) · · · · ·□3

cs−

· c∓(□2′

b∓,□2
cs±) ·□1

cs−)} →

β∓{□2n−1′

cs− · c∓(β∓{□0
cs− · c∓(□2n−2′

b∓ ,□2n−2
cs± ) · · · · · c∓(□3′

b∓,□3
cs±)

·□2
cs− · c∓(□1′

b∓,□1
cs±)},□1′′

cs± · c±(□2′

b±,□2′′

cs−) ·□3′′

cs± · · · ·

· c±(□2n−2′

b± ,□2n−2′′

cs− ) ·□2n−1′′

cs± )}

c±(c∓(2n)) :c±(□0′

b±,□0
cs∓ · c∓(β∓{c∓(□2n−1′

b∓ ,□2n−1′′

cs± ) ·□2n−2′′

cs∓ · · · · ·□2′′

cs∓·

c∓(□1′

b∓,□1′′

cs±) ·□0′′

cs∓},□1
cs± · c±(□2′

b±,□2
cs∓) · · · ·

· c±(□2n−2′

b± ,□2n−2
cs∓ ) ·□2n−1

cs± ) ·□2n
cs∓) →

8



c±(β±{c±(□0′
b±,□0′′

cs∓) ·□2n−1′′

cs± · c±(□2n−2′

b± ,□2n−2′′

cs∓ ) · · · ·

· c±(□2′

b±,□2′′

cs∓) ·□1′′

cs±},□0
cs∓ · c∓(□1′

b∓,□1
cs±) ·□2

cs∓ · · · ·

·□2n−2
cs∓ · c∓(□2n−1′

b∓ ,□2n−1
cs± ) ·□2n

cs∓)

a2(c−(2n)) :a2(□2n+1
cs+ ,□2n

cs− · c−(β−{□0′

cs− · c−(□1′

b−,□1′′

cs+) ·□2′′

cs−

· c−(□3′

b−,□3′′

cs+) · · · · · c−(□2n−1′

b− ,□2n−1′′

cs+ )},□2n−1
cs+

· c+(□2n−2′

b+ ,□2n−2
cs− ) · · · · · c+(□2′

b+,□2
cs−) ·□1

cs+) ·□0
cs−) →

a2(□2n+1
cs+ ,□2n

cs− · c−(□2n−1′

b− ,□2n−1
cs+ ) · · · · · c−(□3′

b−,□3
cs+)

·□2
cs− · c−(□1′

b−,□1
cs+) ·□0

cs−) · a2(□1′′

cs+ · c+(□2′

b+,□2′′

cs−)

·□3′′

cs+ · · · · · c+(□2n−2′

b+ ,□2n−2′′

cs− ) ·□2n−1′′

cs+ ,□0′

cs−)

a2(c+(2n)) :a2(□0
cs+ · c+(β+{□2n+1

cs+ · c+(□2n−1′

b+ ,□2n−1
cs− ) · · · ·

· c+(□3′

b+,□3
cs−) ·□2

cs+ · c+(□1′

b+,□1
cs−)},□1′′

cs− · c−(□2′

b−,□2′′

cs+)·

· · · · c−(□2n−2′

b− ,□2n−2′′

cs+ ) ·□2n−1′′

cs− ) ·□2n
cs+,□0′

cs−) →

a2(□2n+1
cs+ ,□2n−1

cs− · c−(□2n−2′

b− ,□2n−2
cs+ ) · · · · ·□3

cs−

· c−(□2′

b−,□2
cs+) ·□1

cs−) · a2(□0
cs+ · c+(□1′

b+,□1′′

cs−) ·□2′′

cs+

· c+(□3′

b+,□3′′

cs−) · · · · ·□2n−2′′

cs+ · c+(□2n−1′

b+ ,□2n−1′′

cs− ) ·□2n′′

cs+,□0′

cs−)

a∅(Λ±) :a2(□1
cs±, λ) → a±(β+{□1

cs±})
a2(Λ+) :a2(□3

cs+ · c+(□1
b+, λ) ·□2

cs+,□4
cs−) → a+(□1

b+) · a2(□3
cs+ ·□2

cs+,□4
cs−)

a2(Λ−) :a2(□1
cs+,□2

cs− · c−(□4
b−, λ) ·□3

cs−) → a2(□1
cs+,□2

cs− ·□3
cs−) · a−(□4

b−)

β±(Λ±) :β±{□1
cs+ · c±(□2

b±, λ)} → b±±{β±{□1
cs±},□2

b±}
β±(Λ∓) : β±{c±(□2

b±,□1
cs∓)} → b±∓(□2

b±,□1
cs∓)

c±(Λ±) :c±(□1
b±,□4

cs∓ · c∓(□2
b∓, λ) ·□3

cs∓) → c±(b±∓(□1
b±,□2

b∓),□4
cs∓ ·□3

cs∓)

c±± :c±(b±±{□2
b±,□1

b±},□4
cs∓ ·□3

cs∓) → c±(□2
b±,□4

cs∓) · c±(□1
b±,□3

cs∓)

a2(c+(c
R
−)) :a2(□6

cs+ · c+(□1
b+, c−(□2

b−,□3
cs+) ·□4

cs−) ·□5
cs+,□7

cs−) →
a−(□2

b−) · a2(□6
cs+ ·□3

cs+ · c+(□1
b+,□4

cs−) ·□5
cs+,□7

cs−)

a2(c+(c
L
−)) :a2(□5

cs+ · c+(□1
b+,□4

cs− · c−(□2
b−,□3

cs+)) ·□6
cs+,□7

cs−) →
a−(□2

b−) · a2(□5
cs+ · c+(□1

b+,□4
cs−) ·□3

cs+ ·□6
cs+,□7

cs−)

a2(c−(c
R
+)) :a2(□7

cs+,□6
cs− · c−(□2

b−,□5
cs+ · c+(□3

b+,□4
cs−)) ·□1

cs−) →
a2(□7

cs+,□6
cs− · c−(□2

b−,□5
cs+) ·□4

cs− ·□1
cs−) · a+(□3

b+)

a2(c−(c
L
+)) :a2(□1

cs+,□2
cs− · c−(□7

b−, c+(□6
b+,□5

cs−) ·□4
cs+) ·□3

cs−) →
a2(□1

cs+,□2
cs− ·□5

cs− · c−(□7
b−,□4

cs+) ·□3
cs−) · a+(□6

b+)

β±(c±(c
L
∓)) :β±{□1

cs± · c±(□5
b±,□2

cs∓ · c∓(□4
b∓,□3

cs±))} →
b±∓(β±{□1

cs± · c±(□5
b±,□2

cs∓) ·□3
cs±},□4

b∓)

β±(c±(c
R
∓)) :β±{□1

cs± · c±(□5
b±, c∓(□4

b∓,□3
cs±) ·□2

cs∓)} →
b±∓(β±{□1

cs± ·□3
cs± · c±(□5

b±,□2
cs∓)},□4

b∓)

c±(c∓(c
R
±)) :c±(□1

b±,□7
cs∓ · c∓(□3

cs∓, c±(□4
b±,□5

cs∓) ·□6
cs±) ·□2

cs∓) →
c±(b±±{□1

b±,□4
b±},□7

cs∓ ·□5
cs∓ · c∓(□3

b∓,□6
cs±) ·□2

cs∓)
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c±(c∓(c
L
±)) :c±(□1

b±,□7
cs∓ · c∓(□3

cs∓,□6
cs± · c±(□4

b±,□5
cs∓)) ·□2

cs∓) →
c±(b±±{□4

b±,□1
b±},□7

cs∓ · c∓(□3
b∓,□6

cs±) ·□5
cs∓ ·□2

cs∓)

a2(c
L
+) :a2(□3

cs+ · c+(□1
b+,□2

cs−),□4
cs−) → a2(□3

cs+,□2
cs− ·□4

cs−) · a+(□1
b+)

a2(c
R
+) :a2(c+(□1

b+,□2
cs−) ·□3

cs+,□4
cs−) → a2(□3

cs+,□4
cs− ·□2

cs−) · a+(□1
b+)

a2(c
R
−) :a2(□1

cs+, c−(□4
b−,□3

cs+) ·□2
cs−) → a−(□4

b−) · a2(□1
cs+ ·□3

cs+,□2
cs−)

a2(c
L
−) :a2(□1

cs+,□2
cs− · c−(□4

b−,□3
cs+)) → a−(□4

b−) · a2(□3
cs+ ·□1

cs+,□2
cs−)

付録 A. 流れに関する用語
軌道とは，流れによって動く点の集まりである．流れの特異点 (よどみ点)とは速さがゼロの点のことであ

る．言い換えると，特異点は流れの中で止まっている点のことである．流線図とは，特異点とそれらをつなぐ
軌道と境界 (境界)の和集合である．流れの摂動とは，流れを十分小さく変化させることである．
ホモクリニック軌道とは，サドルから出発して，同じサドルに戻ってくる軌道である．ヘテロクリニック軌

道とは，異なるサドルを繋ぐ軌道である．
センターとマルチサドルとは図 11のように定義される. また，以下の事実が知られている．

multi-saddlescenter

図 11. センターとマルチサドル

Theorem A.1. 有限個しか特異点を持たないコンパクト曲面上の非圧縮な流れの特異点はセンターかマルチ
サドルである8．
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8より一般に，Non-wandering flow について，この結果は知られている [1]
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